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及びその antipodes について述べる.第3節では第1節で紹介した公式と antipoded
な多重ゼータ値の関係について述べる.
1. 組合せ論的公式
1.1. 非負整数 d に対し,頂点集合を \{0, . .., d\} とする木の形式的和からなる各加群
を \tilde{T}_{d} で表す.Cayley の公式より
\tilde{T}_{d} 蟹 \mathbb{Z}^{(d+1)^{d-1}}
である.また,頂点集合を \{0, \cdots , d\} とする木 t に対して
E(t)= { (a,b)\in\{0,.\cdots, d\}^{2}|a<b かつ (a, b) は t の辺}
嗅係式 の加群 R_{d} 欧乃を次で定義する.
定義1. \{t_{1}-t_{2}+t_{3}|(t_{1},l_{2},t_{3})\in S_{d}\} で張られる \tilde{T}_{d} の部分加群を R_{d} で表す.た
だし, S_{d} は以下の条件満たすよう木の三組 (t_{1},t_{2}, t_{3}) の集合である.
\bullet  t_{1},t_{2}, t_{3} は頂点集合を \{0_{:}. ., d\} とする木である.
- 頂点 v_{1}<v_{2}<v_{3} が存在して以下の条件を満たす.
- 任意の \{v', v \not\subset {  v_{1} ,v2, v_{3} } に対して, (v',v^{--})\in E(t_{1})\Leftrightarrow(v', v^{--})\in
 E(t_{2})\Leftrightarrow(v',v^{--})\in E(t_{3}) .
\bullet (v_{2},v_{3})\not\in E(t_{1})_{-}(v_{1}, v_{3})\in E(t_{1}) , (v_{1}, v_{2})\in E(t_{1}) .
\bullet (v_{2}, v_{3})\in E(t_{2}) , (v_{1}, v_{3})\not\in E(t_{2}) , (v_{1},v_{2})\in E(t_{2}) .






ここで T_{d}=\tilde{T}_{d}/R_{d} と置く.このとき \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathbb{Q}}T_{d}=d! である.また頂点集合を \{0\}
とする唯一の木を e とする. G_{d}= 乃 \otimes 乃とし,
 G=\displaystyle \{(t_{i})_{i=0}^{\infty}\in\prod_{i=0}^{\infty}G_{d}|t_{0}=e\otimes e\}
と置く.
1.2. この小節では G に群演算を定める.以下の定義は Goncharov積の定義 (定義3)
を真似たものである.
定義2. 整数 d を固定する.以下の条件をみたす有限集合 I , 非負整数の族 (n_{ $\lambda$})_{ $\lambda$\in 1},
及び関数族 (f_{ $\lambda$})_{ $\lambda$\in 1} の三組 (I, (n_{ $\lambda$})_{ $\lambda$\in 1}, (f_{ $\lambda$})_{ $\lambda$\in 1}) の集合を \mathrm{S}_{d} で表す.
・各  $\lambda$\in I に対し f_{ $\lambda$} は定義域を \{0, 1, . . . , d_{ $\lambda$}\} , 値域を. \{0, 1, , d\} とする単
射な関数.
- 頂点集合を I\sqcup\{0, 1, . . . , d\} と,辺集合を
\{( $\lambda$, f_{ $\lambda$}(m))| $\lambda$\in I, m\in\{0, 1, . . . , d_{ $\lambda$}\}\}
として得られる (二部) グラフは木となる.
f= (I, (d  $\lambda$ )  $\lambda$\in1, (八)  $\lambda$\inI) \in \mathrm{S}_{d} に対し
$\varphi$_{f}^{-}:\displaystyle \bigoplus_{ $\lambda$\in I}T_{d_{ $\lambda$}}\rightarrow T_{d}
を
$\varphi$_{f}^{-}(\displaystyle \bigoplus_{\text{ス\in }I}t_{ $\lambda$})=t,
で定める。ただしちは頂点集合を \{0, 1, . . . , d_{ $\lambda$}\} とする木で, t は頂点集合が \{0, . . . , d\},
辺集合が
\cup { (f_{ $\lambda$}(u_{1}), f_{ $\lambda$}(u_{2}))|(u_{1}, u_{2}) はt  $\lambda$の辺}
ムくヱ
となる木とする.さらに
 $\varphi$_{f}=$\varphi$_{f}^{-}\displaystyle \otimes$\varphi$_{f}^{-}:\bigoplus_{ $\lambda$\in I}G_{n_{ $\lambda$}}\rightarrow G_{d}
と置く.また次を満たす全ての m, c_{0} , . . . , \mathrm{c}_{m} , l0, . . . , l_{m}, r_{0} , . . . , r_{m} の組の集合を \mathrm{H}_{d}
とする.
-\{0, . . . , d\}= 目m $\alpha$=0\{t_{ $\alpha$}, l_{ $\alpha$}+1, r_{ $\alpha$}\},
-c_{ $\alpha$}\in\{l_{ $\alpha$}, l_{ $\alpha$}+1, . . . , r_{ $\alpha$}\},
-0=c_{0}<c_{1}<\cdots<\mathrm{c}_{m}.
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また Y=(m, \mathrm{c}_{0}, \ldots,r_{m})\in \mathrm{H}_{d} に対して f_{\mathrm{Y}}=(I_{Y}, (d_{ $\lambda$})_{ $\lambda$\in 1}, (f_{ $\lambda$})_{ $\lambda$\in I})\in \mathrm{S}_{d} を




f_{\#}(v) = c_{v}(v=0,1\ldots, m)
f_{k}(v) = c_{k}-v(v=0,1, \ldots, c_{k}-l_{k})
f_{k'}(v) = \mathrm{c}_{k}+v(v=0,1, \ldots,r_{k}-c_{k})
で定める.また c(Y)=\displaystyle \prod_{k=0}^{m}(-1)^{c_{k}-l_{k}} とおく。 g=(g_{d})_{d=0}^{\infty}\in G と h=(h_{d})_{d=0}^{\infty}\in G
に対し g*h\in G を
(g*h)_{d}=\displaystyle \sum_{l_{0}Y=(m,,\ldots r_{m})\in \mathrm{H}_{d}},c(Y)$\varphi$_{f_{Y}}. (g_{m}\otimes\bigotimes_{ $\lambda$\in I_{Y\backslash \{\#\}}}h_{d_{ $\lambda$}})
で定める.このとき G は二項演算 *:G\mathrm{x}G\rightarrow G によって 1=(e\otimes e, 0,0,0, \ldots) を
単位元とする群になる.
1.3. 頂点集合を \{0, . . . , d\} とする特別な木 t_{L,d} と加,d を
E(t_{L,d}) = \{(i-1, i)|1\leq i\leq d\}
E(t_{F,d}) = \{(0,i)|1\leq i\leq d\}
で定める. Z, Z^{S}\in G を
Z = (t_{L,d}\otimes t_{F,d})_{d=0}^{\infty}






R を可換環とする. P(R) で R係数べき級数の列
(f_{0}, fi, f2, \cdots) (f_{d}\in R[[x_{1}-x_{0},x_{2}-x_{0}, \ldots, x_{d}-x_{0}
でん =1 となるものの集合とする.
定義3. 二項演算 *:P(R)\mathrm{x}P(R)\rightarrow P(R) を
(f_{0}, f_{1}, f_{2}, f_{3}, \ldots)*(g_{0}, g_{1}, g_{2}, g3, . . .)=(h_{0}, h_{1}, h_{2}, h3, \cdots)
で定める.ただし, d\geq 0 に対して妬は次で定まる級数である.
h_{d}(x_{0}, \displaystyle \ldots,x_{d})=\sum_{m=0}^{d}\sum f_{m}(x_{c_{0}}, \ldots, x_{c_{m}}) .
\displaystyle \prod_{ $\alpha$=0}^{m}(-1)^{c_{ $\alpha$}-l_{ $\alpha$}}g_{c_{ $\alpha$}-l_{ $\alpha$}}(-x_{c_{ $\alpha$}}, -x_{c_{a}-1}, \ldots, -x_{l_{ $\alpha$}})\cdot g_{r_{ $\alpha$}-c_{ $\alpha$}}(x_{c_{ $\alpha$}}, x_{c_{ $\alpha$}+1}, \ldots, x_{r_{ $\alpha$}}
ここで二つ目の総和記号では,次を満たす全ての c_{0} , . .. , \mathrm{c}_{m} , l0, . . ., t_{m}, r_{0} , .. . r_{m} に
ついて和をとる.
-\{0, . . ., d\}= 口  $\alpha$m=0\{l_{ $\alpha$}, l_{ $\alpha$}+1, \cdots, r_{ $\alpha$}\},
-c_{ $\alpha$}\in\{l_{ $\alpha$}, l_{ $\alpha$}+1, \cdots, r_{ $\alpha$}\},
-0=c_{0}<c_{1}<\cdots<c_{m}.
P(R) は,この演算によって群になることが知られている.この群演算によって多重
ゼータ値の antipodes を定義することができる. Z' をMotivic な多重ゼータ値で生
成される環とし, Z=Z'/ $\zeta$(2)Z' と置く. F=(F_{0}, F_{1}, F_{2}, \ldots)\in P(Z) を
F_{d}(x_{0}, \displaystyle \ldots, x_{d}):=\sum_{k_{1},\ldots,k_{\mathrm{d}}>0} $\zeta$(k_{1}, \ldots, k_{d})(x_{0}-x_{1})^{k_{1}-1}\cdots(x_{0-}/x_{d})^{k_{\mathrm{d}}-1}
で定める.収束の問題等を気にしなければ,形式的には
F_{d}(Xo, . . . , Xd ) := \displaystyle \sum (X0 -x_{1}-m_{1})^{-1}\cdots (X0 -X_{d}-m_{d})^{k_{d}-1}
0<m_{1}<\cdots<md
とかける. * に関する F の逆元を F^{S}\in P(Z) とする.このとき F^{S} の係数を多重ゼー
タ値の antipodes と呼び $\zeta$^{S} ( k_{1}, \ldots , kd) で表す.つまり  F^{S}=(F_{0}^{S}, F_{1}^{\mathcal{S}}, F_{2}^{S}, F_{2}^{S}, \ldots)
とすると $\zeta$^{S}(k_{1}, \ldots, k_{d}) は
F_{d}^{S}=\displaystyle \sum_{k_{1},\ldots,k_{d}>0}$\zeta$^{s}(k_{1}, \ldots, k_{d})(x_{0}-x_{1})^{k_{1}-1}\cdots(x_{0}-x_{d})^{k_{d}-1}
で定義される.このとき環準同型  $\sigma$ :Z \rightarrow \mathcal{Z} で任意の k_{1} , . . . ,砺に対して  $\sigma$( $\zeta$(k_{1}, \ldots , k_{d}))=







 3.1. \sim 加群 \mathbb{Z}^{d+1} をdiagonal part (1, \ldots, 1)\mathbb{Z} で割って得られる加群を Md で表す.
木 t に対して燐欧 M_{d} を
U_{t} :=\{(m_{0}, \ldots, m_{d})|(i,j)\in E(t)\Rightarrow m_{i}<mj\}
で定義する.Md上の勿値関数全体のなす加群を Map (M_{d}, \mathbb{Z}) で表す.準同型  $\Phi$ : \tilde{T}_{d}\rightarrow
\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{p}(M_{d}, \mathbb{Z}) を  $\Phi$(\displaystyle \sum n_{t}t)=\backslash \sum n_{t}1_{U_{t}} で定義する.また,群環 \mathbb{Z}[M_{d}] のMap (M_{d}, \mathbb{Z})
への作用を
([a]f)(y)=f(y-a) (a\in M_{d}, f\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{p}(M_{d}),y\in M_{d})
で定義し,
R=\{f\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{p}(M_{d}, \mathbb{Z})|\exists $\alpha$\in \mathbb{Z}[M_{d}]\backslash \{0\},  $\alpha$ f=0\}
とおき,さらに \overline{\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{p}}(M_{d},\mathbb{Z})=\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{p}(M_{d}, \mathbb{Z})/R と置く.このとき次が成立する.
(3.1)  $\Phi$(R_{d})\subset R.
3.2. 準同型写像 D:\tilde{T}_{d}\rightarrow \mathbb{Q}(x_{1}-x_{0},x_{2}-x_{0}, \ldots, x_{d}-x_{0}) を






3 \cdot3. \mathcal{P}' をformal period の環とし, \mathcal{P}=P'/ $\pi$ \mathcal{P}' と置く.いま,数学的な正当化は
出来ないが,準同型写像 ev : \tilde{T}_{d}\otimes\tilde{T}_{d}\rightarrow \mathcal{P}[[x_{1}-x_{0}, . . . , x_{d}-x_{0}]] を
\mathrm{e}\mathrm{v}_{d}(t_{a}\otimes t_{b})=  \displaystyle \sum_{(m_{0},\ldots,m_{d})\in M_{d}} $\Phi$(t_{a})(\backslash m_{0}, \ldots, m_{d})\cdot D(t_{b})(x_{0}+m_{0}, \ldots, x_{d}+m_{d}
で定める.このとき,関係式 (3.1)(3.2) より
\mathrm{e}\mathrm{v}d(R_{d}\otimes\tilde{T}_{d}+\tilde{T}_{d}\otimes R_{d})=0,
すなわち evd : T_{d}\otimes T_{d}\rightarrow P [ [x_{1}-x_{0} , . .., xd‐xo]] がwell‐defined となることが期待
される.また現の形式的な和表示




ev = (evo, \mathrm{e}\mathrm{v}_{1} , ev2, . . .) : G\rightarrow P(\mathcal{P})






(3.4) \displaystyle \sum_{(m_{0},\ldots,md)\in M_{d}}\prod_{i=0}^{d-1}\frac{1}{(x_{i+1}+m_{i+1}-x_{i}-m_{i})}.
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